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1. Введение
Строение конечной факторизуемой группы существенно зависит от строе-
ния сомножителей и способа их вложения в группу. Л.С. Казарин [1] установил,
что конечная группа, факторизуемая двумя разрешимыми подгруппами нечет-
ных индексов является разрешимой. В работе [2] показано, что если конечная
неразрешимая группа G представима в виде произведения двух разрешимых
подгрупп, индексы которых взаимно просты с 3, тогда простые неабелевы ком-
позиционные факторы группы G изоморфны PSL2(7).
Целью настоящей работы является нахождение конечных простых неабеле-
вых групп, представимых в виде произведения двух подгрупп нечетных индек-
сов. Доказан следующий результат.
Теорема 1. Пусть G = AB – простая неабелева группа, где A и B – соб-
ственные подгруппы группы G. Если (jG : Aj; 2) = (jG : Bj; 2) = 1, то G = A7.
Замечание. Пусть N – любая простая неабелева группа, r; t =2 (N) и r 6=
t. Рассмотрим группу G = hxiNhyi, где hxi = Zr, hyi = Zt. Тогда G = AB,
где A = hxi  N , B = N  hyi и jG : Aj = t, jG : Bj = r – нечетные числа.
Группа G содержит простой неабелев композиционный фактор, изоморфный
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N . Это показывает, что композиционным фактором в непростой группе,
удовлетворяющей условию теоремы, может быть любая простая неабелева
группа.
2. Введение
Рассматриваются только конечные группы. Используемая терминология и
обозначения в основном стандартны, их можно найти в [3-5]. Через n2 бу-
дем обозначать наибольшую степень числа 2, делящую натуральное число n,
(a; b) — наибольший делитель натуральных чисел a и b.
Нам потребуются следующие леммы.
Лемма 1 ([3], следствие 5). Пусть G — An или Sn (n  5) и G = AB, где A
и B — максимальные подгруппы в G не содержащие An. Тогда или
(i) A = (Sn k  Sk) \G для 1  k  5, а B – k-однородная группа, или
(ii) n = 6, A = PGL2(5) \G, а B = (S3 o S2) \G.
Лемма 2 ([5], XII. 6.2). Если G — 2-однородная и jGj — четное число, то G —
2-транзитивна.
Лемма 3 ([5], XII. 6.7). Пусть G — k-однородная группа степени n. Если
2k  n, то G является (k   1)-однородной.
Лемма 4 ([6], Теорема). Пусть G — конечная группа, soc(G) = An, n 
5. Подгруппа H является максимальной подгруппой нечетного индекса в G
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:
(1) G  Sn, H — подгруппа вида (Sm  Sn m) \ G, где 1  m < n=2 и
 (n)   (m);
(2) G  Sn, H — подгруппа вида (Sm oSt)\G, где n = mt, t > 1 и m = 2!  2,
за исключением случая, когда H = (S2 o S4) \ A8 = 23 : S4 < 23 : PSL3(2) <
A8 = G;
(3) G = A7 и H = PSL2(7);
(4) G  Aut(A6), G не содержится в S6 и H 2 Syl2(G);
(5) G = A8 и H = 23 : PSL3(2).
3. Доказательство теоремы
1. G — простая группа лиевского типа.
Очевидно, что если группаG обладает факторизацией из формулировки тео-
ремы, то она обладает факторизацией максимальными подгруппами нечетных
индексов. Поэтому для групп лиевского типа будем рассматривать максималь-
ные факторизации, приведенные в работе [3].
Отметим, что если G — группа лиевского типа над полем характеристики
2, которая удовлетворяет условию теоремы, то A и B будут параболическими
подгруппами. Однако группа лиевского типа не допускает факторизации па-
раболическими подгруппами. Поэтому всюду далее будем считать, что группы
лиевского типа определены над полем нечетной характеристики.
Рассмотрим все случаи.
(1) G — исключительная группа лиевского типа.
Максимальные факторизации исключительных групп лиевского типа при-
ведены в таблице 5 [3].
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(a)G = G2(q), q = 3c. В этом случаеG = AB, гдеA 2 fSL3(q); SL3(q)2g,B 2
fSU3(q); SU3(q)2g. Имеют место равенства: jG : SL3(q)2j = q
3+1
2 =
q+1
2 (q
2  
q + 1) и jG : SU3(q)2j = q
3 1
2 =
q 1
2 (q
2 + q + 1). Так как q+12 – нечетное число,
то q+12 = 2m+1. Отсюда следует, что
q 1
2 = 2m – четное число. Противоречие
с условием теоремы.
(b) G = G2(q), q = 32c+1. В этом случае G = (SL3(q)2) 2 G2(q) = (SL3(q)) 2
G2(q). При этом jG :2 G2(q)j = q3(q3  1)(q+1) – четное число. Таким образом,
группа G не удовлетворяет условию теоремы.
(2) G = Un(q), n  3.
Факторизации групп Un(q) приведены в таблицах 1, 3 [3].
Если n – нечетное число, то из таблицы 3 [3] следует, что G 2 fU3(3), U3(5)g.
Пусть G = U3(3). Так как U3(3) = L2(7)P1 и jG : L2(7)j = 36, то G не удовлетво-
ряет условию теоремы. ЕслиG = U3(5), то так как U3(5) = A7P1 и jG : A7j = 50,
то G не удовлетворяет условию теоремы.
Пусть n = 2m. Из таблицы 1 [3] следует, что один из сомножителей всегда
изоморфен N1, причем jU2m(q) : N1j = q2m 1(q2m   1)=(q + 1). Так как q2m   1
делится на q2 1 = (q 1)(q+1), то (q2m 1)=(q+1) кратно q 1. Следовательно,
jU2m(q) : N1j – четное число, что противоречит условию теоремы. Из таблицы
3 [3] следует, что U4(3) = L3(4)P1 = L3(4)PSp4(3). Однако jU4(3) : L3(4)j = 162.
Следовательно, унитарные группы не удовлетворяют условиям теоремы.
(3) G = PSLn(q), n  2.
Из таблицы 1 [2] следует, что группа PSL(q) допускает факторизацию
PSLn(q) = (
^GLa(qb)b) B;
где B 2 fP1; Pn 1g, n = ab, b – простое число. Так как jPSLn(q) : P1j =
jPSLn(q) : Pn 1j = q
n 1
q 1 , то при n = 2k имеем, что jPSLn(q) : P1j = jPSLn(q) :
Pn 1j = q
k 1
q 1 (q
k + 1) – четное число, что невозможно. Следовательно, n явля-
ется нечетным числом. Для a = 1 n – нечетное простое число и jPSLn(q) :^
GL1(q
n)nj = q n(n 1)2 (qn 1  1)(qn 2  1) : : : (q  1)=n – четное число, что невоз-
можно. Значит a  3, а поскольку n нечетно, то b  3. Так как jPSLn(q)j =
1
(n;q 1)q
n(n 1)
2 (qn   1)(qn 1   1) : : : (q2   1), то jPSLn(q)j2 = ((qn   1)(qn 1  
1) : : : (q2 1))2. Далее, jGLa(qb)bj = q ab(a 1)2 (qba 1)(qb(a 1) 1) : : : (qb2 1)(qb 
1)b = q n(a 1)2 (qn 1)(qn b 1)(qn 2b 1) : : : (qn (n 2b) 1)(qn (n b) 1)b. Следо-
вательно, jGLa(qb)bj2 = ((qn 1)(qn b 1)(qn 2b 1) : : : (qn (n 2b) 1)(qn (n b) 
1))2. Поскольку b  3 и a  3, то
jPSLn(q)j2=jGLa(qb)bj2 = 2t  2:
Отсюда следует, что jPSLn(q) :^ GLa(qb)b)j четное число, что невозможно.
Из таблицы 1 [3] следует, что PSLn(q) = PSpn(q)B, где B 2 fP1; Pn 1g,
n  4 и n = 2k. В этом случае jPSLn(q) : P1j = jPSLn(q) : Pn 1j = q
n 1
q 1 =
qk 1
q 1 (q + 1) – четное число, что невозможно.
Из таблицы 3 [3] следует, что PSL2(q) = P1A5 для q = 11; 19; 29; 59 и
PSL2(q) = P1S4 для q = 7; 23. Во всех случаях jPSL2(q) : P1j = q + 1 – четное
число, что невозможно.
(4) G = PSp2m(q), m  2.
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Факторизации групп PSp2m(q) приведены в таблицах 1, 3 [3]. Из таблицы
1 [3] следует, что PSp2m(q) = (PSp2a(qb)b)P1, где ab = m, b – простое число.
Поскольку jPSp2m(q) : P1j = q
2m 1
q 1 =
qm 1
q 1 (q
m + 1) – четное число, то этот
случай невозможен.
Из таблицы 3 [3] следует, что PSp4(3) = (24A5)B, где B 2 fP1; P2g и
PSp6(3) = PSL2(13)P1:
Во всех факторизациях параболические подгруппы имеют четный индекс, что
невозможно.
(5) G = 
2l+1(q), l  3.
Факторизации групп 
2l+1(q) приведены в таблицах 1-3 [3]. Из таблицы 1
[3] следует, что 
2l+1(q) = N 1 Pl. Так как j
2l+1(q) : Plj =
lQ
i=1
(qi + 1) — четное
число, то G не удовлетворяет условиям теоремы. Из таблицы 2 [3] имеем, что

7(q) = G2(q)P1 = G2(q)N
"
1 , где " = . В этом случае
j
7(q) : G2(q)j = q
3(q4   1)
2
=
q3(q2   1)(q2 + 1)
2
является четным числом и G не удовлетворяет условию теоремы. Для групп

13(3
l) и 
25(3l) имеются соответственно факторизации

13(3
l) = (PSp6(3
l)a)N 1 ;
где a  2, и 
25(3l) = F4(3l)N 1 . Так как j
13(3l) : PSp6(3l)j и j
25(3l) : F4(3l)j
являются четными числами, то приходим к противоречию.
Из таблицы 3 [3] следует, что 
7(3) = G2(3)Sp6(3) = G2(3)S9 = S9N+1 =
S9P3 = Sp6(2)N
+
1 = Sp6(2)P3 = (2
6
A7)P3. Так как индексы подгрупп G2(3),
S9, N+1 , P3 в 
7(3) являются нечетными числами [4], то группа 
7(3) не имеет
факторизаций подгруппами, удовлетворяющими условию теоремы.
(6) G = P
+2m(q), m  5.
Факторизации групп P
+2m(q) приведены в таблицах 1, 2, 4 [3]. Из таблицы
1 [3] следует, что группа P
+2m(q) допускает следующие факторизации.
(a) P
+2m(q) = N1B, где B 2 fPm; Pm 1g. Так как
jP
+2m(q) : Pmj = jP
+2m(q) : Pm 1j = (qm 1 + 1)(qm 2 + 1) : : : (q + 1)
является четным числом, то данный случай невозможен.
(b) P
+2m(q) = N1(
^GUm(q)2, где m = 2t – четное число. Так как jP
+2m(q) :
N1j = 12qm 1(qm 1) = 12qm 1(qt 1)(qt+1) является четным числом, то данный
случай невозможен.
(c) P
+2m(q) = N1(PSp2(q)
N
PSpm(q)), где m = 2t – четное число. Проти-
воречие получается так же как в случае (b),
(d) P
+2m(q) = N
 
2 B, где B 2 fPm; Pm 1g. Данный случай рассматривается
как (a).
(e) P
+2m(q) = P1(
^GUm(q)2), где m = 2t – четное число. В этом случае
jP
+2m(q) : P1j = (qm 1 + 1)(qm   1)=(q   1) – четное число, что невозможно.
Из таблицы 2 [3] следует, что P
+16(q) = (
9(q)a)N1, где a  2. Данный
случай рассматривается как (b).
В таблице 4 [3] приведены факторизации группы P
+8 (q). В каждой такой
факторизации в качестве одного из сомножителей встречается группа 
7(q),
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P1, P2, P3. Так как jP
+8 (q) : 
7(q)j = q
3(q4 1)
2 и jP
+8 (q) : Pij = (q
3+1)((q4 1)
q 1 –
четные числа, то приходим к противоречию.
В таблице 4 [3] указаны факторизации группы P
+8 (3).
P
+8 (3) = 

+
8 (2)
7(3) = 

+
8 (2)B;
где B 2 fP1; P3; P4g. Противоречие получается как в предыдущем пункте.
(7) G = P
 2m(q), m  4.
Из таблицы 1 [3] следует, что P
 2m(q) = P1(
^GUm(q)) = N1(^GUm(q)), где
m – нечетное число. Имеем: jP
 2m(q)j = 1(4;qm+1)qm(m 1) (qm + 1)
m 1Q
i=1
(q2i   1)
= 1(4;qm+1)q
m(m 1)(qm+1)(qm 1 1)(qm 1+1)qm 2 1)(qm 2+1) : : : (q 1)(q+1)
и jGUm(q)j = qm(m 1)2 (qm+1)(qm 1 : : : (q2 1)(q+1). Тогда jP
 2m(q) : GUm(q)j =
1
(4;qm+1)q
m(m 1)
2 (qm 1+1)(qm 2 1) : : : (q 1) является четным числом, посколь-
ку m  4. Следовательно, jP
 2m(q) :^ GUm(q)j – четное число, что невозмож-
но.
2. G = An, n  5, 
 = f1; 2; : : : ; ng.
Если n = 5, то G = PSL2(5), при n = 6 группа G = PSL2(9). Оба эти случая
были рассмотрены в пункте 1. Если n = 7, то A7 = PSL2(7)A6 удовлетворяет
условию теоремы. Если n = 8, то так как A8 изоморфна SL4(2), то лиевская
группа характеристики 2 факторизуется двумя параболическими подгруппа-
ми, что невозможно. Пусть n = 9. Группа A9 содержит в точности один класс
сопряженных максимальных подгрупп нечетного индекса, изоморфных A8 [4].
Поэтому A9 не допускает нужной факторизации. Таким образом, n  10.
Так как n  10, то выполняется пункт (i) леммы 1. Пусть сначала k = 1.
В этом случае A = (Sn 1  S1) \ An = An 1 стабилизатор токи на 
. Так как
jAn : An 1j = n, то n – нечетное число. Подгруппа B является 1-однородной,
а значит транзитивной на 
. Из леммы 4 следует, что B = (Sm  St) \An, где
n = mt, t > 1 и m = 2!  2. Противоречие с тем, что n является нечетным
числом.
Пусть k = 2. В этом случае B – 2-однородная. По лемме 2 B является 2-
транзитивной, а значит примитивной на 
. С другой стороны, из леммы 4
следует, что B импримитивна на 
. Противоречие.
Пусть k  3. Так как 2k  10, то по лемме 3 B – 2-однородная, а значит
2-транзитивна на 
. Как и выше получаем противоречие.
3. G – спорадическая группа.
Полный перечень факторизаций простых спорадических групп приведен в
таблицах 1, 2 [7]. Простое вычисление индексов сомножителей показывает, что
по крайней мере один из них является четным числом. Последнее противоречит
условию теоремы.
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